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1. INTRODUCCION

Aunque los conceptos de contenido o de medida de un conjunto pueden pensarse como una
extensién de los conceptos de longitud, drea, volumen, etc., en realidad, histéricamente,
surgieron de la teorfa de integracion.

El Célculo Diferencial e Integral fue inventado por Isaac Newton y Gottfried Wilhelm Leibniz
a finales del siglo XVII. En su trabajo definieron el concepto de derivada de una funcién y
geometricamente la interpretaban como la pendiente de la tangente a su gréifica. La integral
de una funcién la vieron como la operacién inversa de la derivada y geometricamente la
interpetaban como el area de la regién delimitada, en el intervalo de integracién, por la
grafica de la funcién y el eje horizontal.

A medida que la teoria se fue desarrollando se plantearon problemas cada vez m&s comple-
jos, los cuales hicieron ver la necesidad de definir los conceptos con mayor precisiéon y de
demostrar resultados con métodos analiticos, en lugar de algunos métodos geométricos que
se utilizaban. En particular, la manera en que se trataba con la integral de una funcién llevé
a cuestionamientos acerca de la validez de algunas propiedades que se asumian como validas.
De particular importancia fue el trabajo de Jean-Baptiste Joseph Fourier, publicado en el
ano 1822 bajo el titulo T'héorie analytique de la chaleur ([19]). Afirmé ahi que una funcién
arbitraria f, definida y acotada en el intervalo [—L, L], puede representarse mediante una
serie trigonométrica de la forma:

f(@) =Ltag+>°07, [an cos 2 + b, sen™0t].

La demostracién de Fourier de esta afirmacion consiste basicamente en tratar el desarrollo
anterior como una ecuacién para la cual tendrian que encontrarse los coeficientes ag, a,, vy b,
(n € N) que la hacen vilida. Para esto, integrando entre — L y L ambos lados de la expresion,
se obtiene:

ffL f(x)dx = 2ayL.

Asf que ag = 5= ffL f(x)dx

€T

Ahora, multiplicando por cos *F* ambos lados de la expresién e integrando, se obtiene:

f_LL f(z) cos “22dx = a, L.

Asi que a,, = %f_LL f(x) cos "Frdux.

nmx

Finalmente, multiplicando por sen”7*

ambos lados de la expresién e integrando, se obtiene:
ffL f(z)sen™ 2 dx = b, L.

Asf que b, = %f_LL f(z)sen™2dz.
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Fourier argumentaba que las integrales que definen los coeficientes ag, a, y b, estdn bien
definidas pues cada una puede obtenerse mediante el cédlculo del drea bajo la gréafica de la
funcién correspondiente.

Cabe mencionar que por funcién arbitraria Fourier no se referia a lo que actualmente se
entiende por una funcién como cualquier correspondencia de un conjunto en otro; sin embargo
dentro de las funciones que consideraba inclufa no tinicamente a las funciones continuas.

Ademads de la necesidad de clarificar el concepto de funcién, la demostraciéon de Fourier
planteaba los siguientes tres problemas:

1. Definiendo los coeficientes a,, y b, como lo hacfa Fourier,

Jla serie 1ag 4+ >0 | [a, cos ZZE 4 b, sen™@ ] converge a f(z)?

L
2. jPara qué funciones f, las integrales que definen los coeficientes a, y b, (n € N)
estan definidas?

3. ;Se puede integrar término a término una serie de funciones?

En el ano 1823 se publico el libro de Augustin-Louis Cauchy titulado Résumé des legons
données o I’Ecole Royale Politechnique sur le calcul infinitésimal ([11]), en el cual traté el
problema de la definicién de la integral, primero para las funciones continuas y después para
funciones con discontinuidades.

En ese trabajo, Cauchy defini6 el concepto de continuidad b&dsicamente como se conoce
actualmente:

Una funcién definida en un intervalo es continua si para cada x en el intervalo el valor
numérico de la diferencia f(z + o) — f(2) decrece indefinidamente con a.

Mis adelante formulé la definicién analitica de la integral de una funcién continua, demostran-
do su existencia:

Sea f una funcién continua en el intervalo [a, b], entonces las sumas:

S = ZZ:1 f(xk—l) (xk: - xk—l)a

correspondientes a particiones P = {a = zp < -+ < z,, = b} tienden a un limite cuando
los elementos x; — x;_1 se hacen infinitamente pequenos; a ese limite se le llama la integral

definida de f y se le denota por fab f(x)dx. Se obtiene el mismo limite si se consideran sumas
de la forma S = >"7_| flxy—1 + Ok(zx — z4—1)] (25 — 24-1), donde 05 € [0, 1].

Demostré ademds que si f es una funcién continua y F(z) = [ f(y)dy, entonces F'(zo) =
f(zo) para cualquier zy € (a,b).

La integral asf definida es conocida actualmente como la integral de Riemann y no como la
integral de Cauchy. La razén de esto parece justa pues es el trabajo de Riemann, publicado
en el ano 1867, el que di6 la pauta para desarrollar una Teorfa de Integracion, la cual a su
vez llevaria mds tarde a una Teoria del Contenido y finalmente a la moderna Teorfa de la
Medida.
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En trabajos posteriores, Cauchy consideré funciones discontinuas haciendo la aclaracién
siguiente:

“es necesario observar que las funciones discontinuas introducidas en el Célculo dejan de ser
continuas unicamente para algunos valores de las variables”

Para este tipo de funciones discontinuas extendi6 el concepto de integral de la siguiente
manera:

Si una funcién es continua en un intervalo [a, b], excepto en un punto ¢, en una vecindad del
cual f puede ser acotada o no, se puede definir la integral de f como el limite:

lim [ / T fape / bhf<x>dx] ,

En 1829, Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet conjeturé que el método de Cauchy para
definir la integral de funciones discontinuas se puede extender a todas las funciones que
tengan la siguiente propiedad:

cuando éste existe.

Suponiendo que f estd definida en un intervalo [a,b], dadas dos cantidades arbitrarias u y
v en ese intervalo, es posible encontrar otras dos cantidades r y s entre v y v tales que la
funcién f es continua en el intervalo [r, s].

Es decir, utilizando la terminologia moderna, el conjunto de puntos donde la funcién es
discontinua debe ser denso en ninguna parte. Recordemos que se dice que un conjunto A
de niimeros reales es denso en ninguna parte si dado cualquier intervalo abierto no vacio I,
existe un intervalo abierto no vacio J contenido en I tal que J C A°. Esto es equivalente a
decir que la cerradura de A no tiene puntos interiores, o bien que A no es denso en ningin
intervalo abierto no vacio.

2. LA INTEGRAL DE RIEMANN

Georg Friedrich Bernhard Riemann, en un articulo titulado Sur la possibilité de représenter
une fonction par une série trigonométrique ([41]), el cual fue elaborado en 1854 pero pub-
licado en 1867, cambié el enfoque para atacar el problema de la integracién de funciones.
Cauchy y quienes le siguieron buscaban extender la definicién de la integral a funciones tan
discontinuas como fuera posible, pero no partiendo de una definicién general sino dando una
definicién distinta dependiendo del tipo de funciones que se querian integrar. En cambio,
Riemann plante6 una definicién general de la integral para cualquier funcién y se abocé al
problema de caracterizar a las funciones para las cuales esa integral estd definida.

Planteaba Riemann:

s Qué se debe entender por ff f(z)dz?
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Consideremos una particién xg, 1, . . . , ¥, del intervalo [a, b] y definamos §;, = z — z5_1. Si,
independientemente de como se elijan las cantidades ¢, € [0, 1], las sumas

Yo Ok f (1 + €x0%)

tienden a un limite cuando todas las cantidades d; tienden a cero, a ese limite se le llama el
valor de la integral definida fab f(z)dz.

Decia Riemann:

“Busquemos ahora la extension y el limite de la definicion precedente y
hagamonos esta prequnta: ;FEn qué casos una funcion es susceptible de
integracion?, jen qué casos no lo es?”

Establecié dos criterios, ambos basados en el concepto de oscilacién de una funcién en un
intervalo.

Definicién 1. Sea f : [a,b] — R una funcién acotada. La diferencia:
sup{f(z):x € la,b]} —inf{f(x):x € [a,b]}

es llamada la oscilacion de f en el intervalo [a,b].

Criterio R,

Sea Dy, la oscilacién de f en el intervalo [xy_1, x|, entonces:
[ es integrable si y s6lo si  lims, o), Dydr = 0.

Criterio R,

Dada o > 0 y una particién P, sea A(P,0) la suma de las longitudes de los subintervalos de
la particién en los cuales la oscilacién de la funcién es mayor que o, entonces:

[ es integrable si y sélo si limp|_o A(P,0) = 0 para cualquier o > 0,

donde || P|| es la norma de P.
Este criterio se sigue del criterio R; y las siguientes desigualdades:
oA(P,0) <>, D, < DAX(P,o) + (b—a)o.

donde Dy, es la oscilacién de f en el intervalo [zy_1,2x] y D la oscilacién de f en el intervalo
a, b].

El criterio R, permitié a Riemann dar un ejemplo de una funcién integrable con un conjunto
denso de discontinuidades:

Sea M = {1,325 ...}y, para x € [0,00), definamos:



0 siz e M
(x)—{ r—m(z) six g M

donde m(x) es el nimero entero m4s cercano a .

Riemann definié entonces la funcién f : [0,1] — R de la siguiente manera:

00 kx
fla) =Y, &

Se puede demostrar que esta funcién es discontinua en todos todos los puntos x de la forma
r = 3, donde m y n son dos nimeros naturales tales que m y 2n son primos entre si.
Ademsds f satisface el criterio Ry de Riemann y, por lo tanto, es integrable.

Un ejemplo similar, pero méds fécil de tratar, es el siguiente:
Consideremos la funcién f : [0,1] — R definida por:

L gi 2 =™ con m,n € Ny primos entre si
flz)=9 ¢ ¢
0 en otro caso

Esta funcién es continua en los irracionales y discontinua en los racionales. En efecto, la
discontinuidad en un nimero racional x se sigue del hecho de que nos podemos acercar a x
mediante nimeros irracionales, en los cuales f toma el valor 0. Para demostrar la contuidad
en un nimero irracional, primero observemos que dada € > 0, inicamente existe un nimero
finito de puntos x para los cuales se tiene f(x) > e, de manera que si zy es un nimero
irracional en el intervalo [0, 1], podemos tomar una vecindad de xy que no contenga a ninguno
de los puntos en donde f es mayor o igual a €. Para cualquier = en esa vecindad se tiene

f(x) = fxo) <e.

Por otra parte, f satisface el criterio Ry de Riemann y, por lo tanto, es integrable. En efecto,
dadao > 0ye > 0,sea A= {xy, xs, ..., x)} €l conjunto de puntos en los cuales f es mayor
o igual que o y definamos ¢ = 35;. Si P es una particiéon de norma menor que 9, hay a lo mds
2M subintervalos de P que contienen algin punto de A; en el resto de los subintervalos de
P la oscilacién de f es menor que o, de manera que si A(P, o) es la suma de las longitudes
de los subintervalos de P en los cuales la oscilacién de la funcién es mayor que o, se tiene
AP,o) <2M6 < ¢, ast que limpj_o A(P,0) = 0.

Hermann Hankel, discipulo de Riemann, introdujo en 1870 ([24]) el concepto de oscilacién
de una funcién en un punto y reformulé el criterio de Riemann en los siguientes términos:

Sea f : [a,b] — R una funcién acotada y = € (a,b). Sea (I,)nen una
sucesiéon de intervalos cerrados encajados que contengan a x como pun-
to interior y tales que (.-, I, = {z}; denotemos por O,, a la oscilacién
de f en el intervalo I,; entonces el limite lim,.., O, existe y es in-
dependiente de la sucesién particular de intervalos encajados con las
propiedades dadas antes. A ese limite se le llama la oscilaciéon de la
funcién f en el punto .
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Demostré entonces, erréneamente, que una funcién es integrable si y sélo si para cualquier
€ > 0 el conjunto de puntos donde la oscilacién de la funcién es mayor que € es denso en
ninguna parte.

Durante varios anos prevalecié la buisqueda de la caracterizaciéon de las funciones integrables
en base a la pequenez topoldgica del conjunto de sus discontinuidades y, en esa bisqueda, se
puede observar la confusién que existia respecto a los diferentes conceptos de pequenez que
podian definirse.

Alrededor del ano 1873 tal confusién radicaba bédsicamente en la idea de que un conjunto es
denso en ninguna parte si y sélo si es de primera especie.

Recordemos que si A C R, se denota por A1) al conjunto de puntos de acumulacién de A,
por A® al conjunto de puntos de acumulacién de AD), etc... Al conjunto A™ se le llama
el enésimo conjunto derivado de A. Se dice que un conjunto A C R es de primera especie si
A™ es finito para alguna n.

En 1873 era ya bien conocido que un conjunto acotado de primera especie es denso en
ninguna parte: si un conjunto es denso en algin intervalo, entonces el conjunto de sus puntos
de acumulacién también lo es; de manera que ese conjunto no puede ser de primera especie.

Sin embargo, se pensaba que los conjuntos de primera especie agotaban las posibilidades de
los conjuntos densos en ninguna parte. La confusién terminé cuando se inventaron métodos
para construir conjuntos densos en ninguna parte.

Paul du Bois Reymond dio en 1883 ([16]) un ejemplo de un conjunto denso en ninguna parte
que no es de primera especie:

Sea I, una sucesién de intervalos ajenos cuyos puntos extremos convergen al punto P.
. . . o0
En el interior de I,, definamos un conjunto @), de orden n y sea Q = J,_; Qn.

() es un conjunto denso en ninguna parte pues cada conjunto @), lo es y éstos se encuentran
en intervalos ajenos.

Por otra parte, P € Q™ para toda n, por lo tanto, Q no es de primera especie.

Otro método de construccién de conjuntos densos en ninguna parte fue desarrollado de
manera independiente por Henry John Stephen Smith en 1875 ([48]), Vito Volterra en 1881
([55], [56]) y Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor durante el periodo 1879-1884 ([5], [6],
[7], [8], [9]). Este método es el que se utiliza actualmente para definir el conjunto de Cantor,
el cual es un ejemplo de un conjunto denso en ninguna parte que no es de primera especie.

Definamos:

Fy =10,1],

Fr=10,31U[3,1],
Fy=[0,5]U[3 51 VI3, 51V 5, 1],



En general, si ya tenemos definido el conjunto F;,, éste consta de una unién de 2" intervalos
cerrados ajenos. El conjunto F},,; se construye entonces partiendo cada uno de esos intervalos
en 3 intervalos de la misma longitud y eliminando el intervalo central abierto.

F =2, F, es llamado el conjunto de Cantor y tiene las siguientes propiedades:

= Es un conjunto denso en ninguna parte
» F'= F™ para toda n, por lo tanto, no es de primera especie.

Durante ese periodo emergié una nueva clase de conjuntos, los de contenido cero:

Definicién 2. Se dice que un conjunto tiene contenido cero si, para cualquier € > 0, existe
una familia finita de intervalos abiertos cuya union cubre al conjunto y tales que la suma de
sus longitudes es menor que €.

Se pudo demostrar ademds que esta nueva clase de conjuntos se ubica entre las otras dos
que hemos mencionado, es decir, todo conjunto acotado de primera especie tiene contenido
cero y a su vez todo conjunto de contenido cero es denso en ninguna parte.

Una demostracion de la primera de estas contenciones puede basarse en
el hecho de que si B es un conjunto acotado tal que el conjunto de sus
puntos de acumulacién tiene contenido cero entonces B también tiene
contenido cero. En efecto, sea C' el conjunto de puntos de acumulacién
de B; entonces, dada £ > 0, existe una coleccién finita de intervalos
abiertos cuya unién cubre a C'y tales que la suma de sus longitudes es
menor que 5; el conjunto de puntos de B que no son cubiertos por la
unién de esos intervalos es finito, pues si fuera infinito, siendo ademas
acotado, tendria por lo menos un punto de acumulacion, el cual obvia-
mente no estarfa en C, lo cual es una contradiccién. Tal conjunto finito
puede ser cubierto por una coleccién finita de intervalos abiertos tales
que la suma de sus longitudes es menor que 3.

Para demostrar la segunda contencién, sea B un conjunto denso en
algun intervalo [a, b] con a < b; entonces, dada cualquier coleccién finita
de intervalos abiertos cuya unién cubra a B, redefinanse los intervalos
de tal manera que se tengan intervalos ajenos con la misma unién; de
esta forma resulta facil mostrar que el conjunto de puntos del intervalo
la, b] que no son cubiertos por la unién de esos intervalos es finito, pues
de otra manera existirfa un intervalo no vacio (¢, d), contenido en [a, b],
el cual no tendria puntos en comin con la unién de tales intervalos;
pero, como B es denso en [a, b], el intervalo (¢, d) contendria puntos de
B, lo cual es una contradiccién. Se concluye entonces que dada cualquier
coleccion finita de intervalos abiertos cuya unién cubra a B, la suma
de las longitudes de esos intervalos es mayor o igual a b — a, de manera
que B no puede tener contenido cero.
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El conjunto de Cantor, ademads de ser denso en ninguna parte, tiene contenido cero y, como ya
se menciond, no es de primera especie. Ademés, con el mismo método con el que se construye
el conjunto de Cantor, se pudieron construir conjuntos compactos, densos en ninguna parte,
que no son de primera especie y, ademads, que no tienen contenido cero. Por ejemplo, dividase
el intervalo [0, 1] en 3 intervalos de la misma longitud, eliminese el interior del subintervalo
central y llamese F} a la unién de los subintervalos cerrados que restan; dividase cada uno de
los 2 subintervalos que forman F} en 32 intervalos de la misma longitud, eliminese el interior
del subintervalo central, lldmese F5 a la unién de los subintervalos cerrados que restan;
juntese cada grupo de subintervalos contiguos en un solo intervalo, dividase cada uno de los
22 subintervalos que se forman en 3% intervalos de la misma longitud y eliminese el interior
del subintervalo central; continuando con este proceso indefinidamente, la intersecciéon F' de
los conjuntos Fi, F5, ... resulta ser un conjunto compacto, denso en ninguna parte y que no
tiene contenido cero.

Para probar que F' es denso en ninguna parte, obsérvese que cada uno de los 2" intervalos
ajenos que forman F), tiene longitud igual a:

(L2=1) (3%322—1> o (RESL) = Laiga gl o1

Supongamos que F' es denso en algin intervalo (a,b) con 0 < a < b < 1, entonces, como F
es cerrado, se tiene [a,b] C Iy, por lo tanto, |a,b] C F,, para cualquier n. Asi que, como F,
es la unién de 2" intervalos ajenos, se tiene [a,b] C I, donde I es alguno de los 2" intervalos
ajenos que componen F,. De manera que b —a < [(]) < 2% Como esto pasa para cualquier
n € N, se concluye que b — a = 0, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, F' es denso en
ninguna parte.

Ahora bien, al dividir cada uno de los 2" intervalos ajenos que forman F), en 3"™! subinter-
valos de la misma longitud y eliminar el subintervalo central, la suma de las longitudes de
los intervalos que se eliminan estd dada por:

n_1 (13-1)(13-1\ (13"-1\_ _1 3-132-1 _ 3"-1 1
2 3n+l (3 2 )(32 2 ) (3n 2 >_3n+1 3 33 gr < gl

De manera que si S es la suma de las longitudes de todos los intervalos abiertos ajenos que
componen F°, se tiene:

S<i+x+--=3

Sea Iy, I, ..., I, una coleccién finita de intervalos abiertos cuya unién cubre F’, entonces esos
intervalos, junto con los intervalos abiertos ajenos que componen F°¢, forman una cubierta
del intervalo [0, 1]. Por lo tanto S + 377 | [(I;) > 1, asf que:

S UI) =1 =8> 1.

Jj=1
Se concluye entonces que F' no puede tener contenido cero.

El ejemplo de Du Bois Reymond atin no era suficiente para aclarar la diferencia entre los
3 tipos de conjuntos, pues el conjunto que él definié es de contenido cero. En efecto, cada
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conjunto (), tiene contenido cero por ser de primera especie y al cubrir el punto P con
cualquier intervalo abierto quedan cubiertos todos los conjuntos (),, a partir de una cierta n.

Todo lo anterior permitié exhibir funciones no integrables cuyo conjunto de discontinuidades
sea denso en ninguna parte:

El conjunto de discontinuidades de la funcién indicadora de un conjunto F', denso en ninguna
parte, es el conjunto F'. En efecto, sea F' un conjunto denso en ninguna parte y sea f : [0, 1] —
R su funcién indicadora.

Si xg € F€, existe entonces un intervalo abierto I tal que zqg € I C F€, de manera que
f(z) = 0 para cualquier « € I. Por lo tanto, f es continua en z.

Si xg € F, entonces, como F' es denso en ninguna parte, para cualquier intervalo abierto
que contenga a o, se tiene I N F° # ¢, de manera que existe y € I tal que f(y) = 0. Por lo
tanto, f no es continua en .

Finalmente, la funcién indicadora de un conjunto F', denso en ninguna parte, que no tiene
contenido cero, no es integrable.

En efecto, sea F' C [0, 1] un conjunto denso en ninguna parte que no tiene contenido cero y
sea f :[0,1] — R la funcién indicadora de F. Consideremos una particién {xg,x1,...,=,}
del intervalo [0, 1].

Como F' es denso en ninguna parte, cada subintervalo de la particién contiene una intervalo
que no contiene puntos de F', de manera que, cualquiera que sea la particion, se puede
elegir en cada subintervalo [xj_1, x| un punto &, que no pertenece a F' y entonces la suma

Yore f(&) (@, — x-1) es igual a cero.

Por otra parte, como F' no tiene contenido cero, existe g > 0 tal que, dada cualquier coleccion
finita de intervalos abiertos Iy, I, . .., I,,, cuya unién contenga a F', la suma de las longitudes
de esos intervalos es mayor o igual que ¢y. Si en lugar de intervalos abiertos, consideramos
una coleccién finita de intervalos cerrados Iy, I, . . ., I, cuya unién contenga a F', entonces,
dada cualquier 6 > 0, podemos cubrir los extremos de esos intervalos con 2m intervalos
abiertos Ji, Ja, ..., Jo, tales que la suma de sus longitudes es menor que §. Por lo tanto,
como el interior de los intervalos I, I, ..., I, junto con los intervalos Jy, Js, ..., Js,, cubren
a I, la suma de sus longitudes es mayor o igual que gy. Se tiene entonces:

S L(Iy) > g0 — S0 1 (Jy) > g0 — 6.
Como esto es vélido para cualquier 6 > 0, se concluye que Z;”Zl [ (I) > eo.

Dada cualquier particién {xg, z1,...,x,} del intervalo [0, 1], consideremos los subintervalos
()1, 1] que contengan por lo menos un elemento de F'. En cada uno de esos subintervalos
tomemos un punto &, que pertenece a F'y en el resto tomemos un punto &, que no pertenece
a F. Entonces la suma ) ;_, f(&,) (zx — xx_1) es mayor o igual que &.

Asf que eligiendo los puntos &, de la primera manera obtenemos una suma

ZZ:1 (&) (o — Tp—1)
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igual a cero y eligiendo los puntos ¢, de la segunda manera obtenemos una suma

> ket J (&) (@ — 2p-1)
mayor o igualque &g.
Por lo tanto, f no es integrable.

Por otro lado, Riemann habfa mostrado la existencia de funciones cuyas discontinuidades
forman un conjunto denso pero que son integrables. Se podia concluir, finalmente, que:

no es el tamano topolégico del conjunto de discontinuidades
lo que determina que una funcién sea o no sea integrable.

Fue en ese momento cuando se pudo ya establecer con toda claridad la condicién para que
una funcién sea integrable. Axel Harnack demostré en 1881 ([25]) que:

Una funcién es integrable si y sélo si, para cualquier o > 0, el
conjunto de puntos donde la oscilacién de la funcién es mayor
que o tiene contenido cero.

La demostracion es como sigue:

Sea f : [a,b] — R una funcién acotada. Obsérvese primero que si P es
una particién del intervalo [a,b] y, para ¢ > 0 dada, x es un punto en
donde la oscilacién de f es mayor que o entonces o bien x pertenece al
interior de uno de los subintervalos de P en donde la oscilacién de f es
mayor que o, o bien x es un elemento de la particién P. Sea entonces
A(o) el conjunto de puntos = € [a, b] donde la oscilacién de f es mayor
que o.

Si f es Riemann integrable, satisface el criterio R, asi que, dada € > 0,
existe 0 > 0 tal que si P es una particién de norma menor que 9,
entonces (P, o) < §; tomemos entonces una particién particular P de
norma menor que 0 e intervalos abiertos I, I, ..., I, cuya unién cubra
los puntos de la particién P y tales que la suma de sus longitudes sea
menor que 5. De esta manera, A(o) queda cubierto por una coleccién
finita de intervalos abiertos tales que la suma de sus longitudes es menor
que ¢, asi que A(o) tiene contenido cero.
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Supongamos ahora que A(o) tiene contenido cero para cualquier o > 0
y sea o > 0 fija. Dada ¢ > 0, existen entonces intervalos abiertos

no vacios, Iy (k = 1,2,...,n), de extremos ¢, d; € [a,b], tales que
dp <cppiparak=1,2,...,n—1, A(o) CU_ Iy y > p_; [di — ci] <e.
Dado un intervalo I de la forma [a,ci|, [dy, cpi1] (K =1,2,...,n — 1)

o [dy,b], si la oscilacién de f en I es mayor que 20, se parte I en dos
subintervalos de la misma longitud; si, en ninguno de los subintervalos
que se forman, la oscilacién de f sigue siendo mayor que 20, termina el
proceso; si no, se parte en dos subintervalos de la misma longitud cada
subintervalo en donde la oscilacién de f sea mayor que 20.

Continuando con este proceso, en un nimero finito de pasos se tiene
partido I de tal manera que en cada subintervalo de la particién la os-
cilacién de f es menor o igual a 20. De esta manera se tiene una parti-
ci6én del intervalo [a, b] formada por todos los extremos de los intervalos
I (k=1,2,,...,n) y por todos los extremos de los subintervalos que
conforman cada uno de los intervalos I del tipo descrito arriba.

Definamos entonces d; como la mds pequena de las longitudes de los
subintervalos de esta particién y 0 = min{d;, £}. Dada una particién
P de norma menor que d, si la oscilacién de f es mayor que 40 en
un subintervalo de P, entonces ese subintervalo intersecta alguno de
los intervalos I (k = 1,2,,...,n), por lo tanto, se tiene \(P,40) <
€+ 2n: = 3e. Asf que, por el criterio Ry, f es integrable.

El concepto de contenido cero se convertiria desde ese momento en uno clave para la teoria
de la integracién. Surgirfa mds adelante en conexién con la teorfa de integrales dobles sobre
una regién F del plano, cuya frontera requiere tener contenido cero para que la integral
pueda ser definida.

En ese momento se tuvieron entonces las bases para desarrollar una teoria del contenido,
lo cual fue llevado a cabo por Otto Stolz ([51], [52]), Axel Harnack ([26], [27]), Giuseppe
Peano ([39]) y, sobre todo, por Marie Ennemond Camille Jordan ([30]). Todo esto durante
el periodo que va de 1883 a 1892:

Las definiciones y propiedades se establecieron en ese periodo tanto para el caso de sub-
conjuntos de los reales como para subconjuntos del plano, siendo similares en los dos casos.
También surgieron en este periodo los conceptos de integral superior e inferior de una funcién,

las cuales serdn denotadas en lo que sigue por [ e [ respectivamente.

Sea A un conjunto acotado de nimeros reales y [a, b] un intervalo que lo contenga. Para cada
particién P del intervalo [a, b] sea S(P, A) la suma de los subintervalos de P que contienen
puntos de Ay S(P, A) la suma de los subintervalos de P contenidos en A. Se define entonces
el contenido exterior de A, c.(A), y el contenido interior de A, ¢;(A) mediante las
relaciones:

ce(A) = inf {S(P, A) : P es particién del intervalo [a, b] }.
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c;(A) =inf {S(P, A) : P es particién del intervalo [a, b]}.

Se dice entonces que A es Jordan-medible si c¢.(A) = ¢;(A) y, en este caso, a esta cantidad
comtn se le llama el contenido de A y se le denota por ¢(A).

Evidentemente todo conjunto de contenido cero es Jordan-medible. También todo intervalo
acotado es Jordan-medible y su contenido es igual a su longitud.

Consideremos un intervalo [a, b], entonces la familia de subconjuntos de [a, b] que son Jordan-
medibles es cerrada bajo complementos y uniones finitas. Ademads, si A, Ao, ...,A, es
una familia finita de subconjuntos de [a,b] que son Jordan-medibles y ajenos por parejas,
entonces:

¢ (Upz1 Ar) = D opy ¢ (Ar).

Se observé también durante ese periodo que la teoria del contenido estd intimamente rela-
cionada con la teorfa de integraciéon de Riemann, no tnicamente porque la caracterizacion
de la integrabilidad de una funcién se establece con base en el concepto de contenido cero
0 porque para integrar sobre una regién del plano se requiere que la frontera de ésta tenga
contenido cero. La relacién resulta bastante més profunda, a tal grado que puede decirse que
constituyen en realidad la misma teorfa, formulada por un lado para los conjuntos y por el
otro para las funciones. Por ejemplo, se tienen los siguientes resultados:

Proposicién 1. Sea A un subconjunto del intervalo [a,b] e 14 su funcién indicadora, en-
tonces:

ToIa(@)de = co(4),

S La(@)de = ei(A).

Corolario 1. A es Jordan-medible si y solo si 14 es Riemann integrable. Ademds, en ese
caso, se tiene:

[P La(z)da = c(A).

Proposicién 2. Sea f : [a,b] — R una funcién acotada no negativa y E la region en R?
acotada por el eje x y la grifica de f entre a y b, entonces [ es Riemann integrable si y solo
si B es Jordan medible. Ademds, en ese caso, se tiene f:f(x)dw =c(F).

Proposicion 3. Sea f : F — R una funcion acotada definida sobre un subconjunto acotado
de R o de R? Jordan medible. Para cada particion P de E en n conjuntos Ey, Ea, ..., E,
Jordan medibles ajenos, definamos S(P, f) = > 77 | Mjc(E;) y S(P, f) = >0 mjc(Ej),

donde, para cada j € {1,2,...,n}, M; = sup{f(z):x € E;} ym; = inf{f(z):2 € E,},
entonces:

Juf(@)de = 1imypy—o S(P, f).
Jef(w)de = limyp|oS(P, f),

donde || P|| = méx {C(E;) : j € {1,2,...,n}}.
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En particular, f es Riemann integrable sobre E si y sélo si el limite de las sumatorias
> iy f(§;)c(E)), donde, para cada j € {1,2,...,n}, {; € Ej, existe cuando || P|| tiende a 0
y es independiente de los puntos §; € F; que se tomen. Ademds, en ese caso, se tiene:

[ F(@)de =iy py o 75—, f(€;)c(E)).

3. TEORIA DE LA MEDIDA DE BOREL

En 1894-1895, Félix Edouard Justin Emile Borel ([2], [3]) dio las bases para un nuevo avance
al introducir el concepto de medida cero:

Definicién 3. Se dice que un conjunto tiene medida cero si para cualquier € > 0 existe una
coleccion numerable de intervalos abiertos {I,} cuya union cubre al conjunto y tales que la
suma de sus longitudes es menor que €.

Curiosamente, el concepto de medida cero no lo introdujo Borel con relacién a la teoria de
integracién. Al introducir ese concepto, Borel estaba atacando un problema de continuacién
analitica de una funcién de variable compleja:

Considérese la funcién de variable compleja
[e’e) An
flz) =200 7

donde A;, A,, ... son nimeros complejos tales que la serie Y~ | |A,| converge y ay,as, ...
son puntos en el plano complejo que estdn sobre una curva cerrada C' formando un conjunto
denso en esa curva.

Se puede ver inmediatamente que si z ¢ C entonces la serie Y oo -4 converge pues la
- —Un

distancia de z a C' es positiva. Consideremos dos puntos P y (), el primero al interior de
la regién que forma C' y el segundo al exterior de la misma; el problema que se planted
Borel consiste entonces en encontrar un arco circular que una P con () sobre el cual la serie
3% As_ converja absoluta y uniformemente. Esto llevé a Borel a la necesidad de demostrar

n=1 z—an,

que existen puntos z sobre C' para los cuales la serie en consideracién converge.

Para simplificar el razonamiento, consideremos el mismo problema pero con funciones de
variable real.
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Sea {ai,as,...} un conjunto numerable y denso en el intervalo [a, b]
y (An)n>1 una sucesién de numeros reales. Para cada z € [a,b] —
{a1, ay,...} consideremos la serie > | I‘:‘Zn. Aparentemente tal serie
no converge para ninguno de esos puntos x pues el conjunto {aq, as, . ..}
es denso en [a,b] y entonces dado cualquier punto x € [a, b] hay pun-
tos a, tan cerca de x como se quiera. Sin embargo, siguiendo a Borel,
se puede mostrar que, asumiendo que la serie Y +/|A,| converge,
existe una infinidad no numerable de puntos x € [a,b] para los cuales
la serie converge. En efecto, para cada n € N, sea u,, = /|A4,|. Sea
ahora [ la longitud del intervalo [a,b] y N € N tal que Y% . u, < %
Para cada n > N sea [, un intervalo abierto con centro en a,, y radio
uy. Se tiene entonces > "\, I(I,) < [, donde [(1,,) es la longitud del
intervalo I,,. Como los puntos ay, as, . .., ay forman un conjunto finito,
se pueden cubrir con intervalos abiertos Iy, Io, ..., I,, respectivamente,
de tal manera que )~ [(f,) < l. Si  no pertenece a ninguno de los
intervalos In.1, Inyo,... entonces |x —a;| > 0 parai € {1,2,..., N}y
|z — a;| > u; parai € {N+1,N+2,...}. Por lo tanto:

N
Zle‘ﬁ—& =Y e |72 + D Nt A

T—an T—0n
N A,
S anl ’:pfan

+ ZZO:NH V[An| < 0.

Lo tinico que resta probar es que existe una infinidad de puntos = € [a, b]
que no pertenecen a ninguno de los intervalos Iny1, Iy, . ... Para esto,
Borel demostro el resultado, ahora clésico, que asegura que todo inter-
valo cerrado y acotado es compacto. De manera mds especifica, Borel
demostré, basicamente como se hace actualmente, que si un intervalo
cerrado y acotado es cubierto por una infinidad numerable de interva-
los abiertos, entonces existe una coleccién finita de esos intervalos que
también lo cubren.

Con base en ese resultado, si los intervalos [i, I5, ... cubrieran al in-
tervalo [a, b], necesariamente se tendria »_ >, [(1,) > [, lo cual es una
contradiccién. Mds ain, si tinicamente hubiera una coleccién numera-
ble de puntos = € [a,b] que no pertenecen a ninguno de los intervalos
I, I5, . ..., estos puntos podrian ser cubiertos por una nueva coleccién
numerable de intervalos abiertos de tal manera que la suma de sus
longitudes, sumadas con las longitudes de los intervalos Iy, Io, . . ., siga
siendo menor que [, lo cual no es posible.

Todavia siguiendo a Borel, se puede decir aiin méds, pues cambiando [
por una ¢ > 0 arbitraria en el razonamiento anterior se muestra que
el conjunto de puntos z € [a, b] para los cuales la serie Y > xfzn no
converge absolutamente pueden ser cubiertos por una coleccién nume-
rable de intervalos abiertos de tal manera que la suma de sus longitudes
sea menor que €. Es decir, utilizando el concepto que introdujo Borel,
el conjunto de puntos x € [a,b] para los cuales la serie S °°, A= no

n=1 z—any
converge absolutamente tiene medida cero.
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Ademis de introducir el concepto de medida cero al resolver el problema que se planted, la
demostracion de Borel contiene un resultado que serfa clave para que mds adelante Lebesgue.
pudiera definir el concepto de medida. Ese resultado se puede enunciar de la siguiente manera:

Sea [ un intervalo cerrado y acotado y (1 j)j ¢y Una sucesion de intervalos abiertos tales que
I cUj2, I, entonces:

L) < 3252 L)

El resultado parece trivial ya que al evaluar la suma de las longitudes de los intervalos I},
si dos de ellos se traslapan, podria haber una parte de I cuya longitud se estd sumando dos
veces; si no se traslapan, al sumar las longitudes de los dos intervalos, esa suma es por lo
menos igual a la suma de las longitudes de las partes de I que se encuentran dentro de esos
intervalos. Sin embargo, al tratar de formalizar esta idea se llega nuevamente al problema
inicial.

Si el conjunto de intervalos abiertos cuya unién cubre I fuera finito, el resultado se puede
demostrar fécilmente. En efecto, supongamos que el intervalo acotado I = [a,b] estd con-
tenido en la unién de los intervalos no vacios I; = (a;,b;), con j € {1,2,...,m}. Si alguno
de esos intervalos tiene longitud infinita, el resultado es trivial, asi que podemos suponer
que todos los intervalos I; son finitos. Sea D = {zg,1,...,x,} €l conjunto que se obtiene al
ordenar, del menor al mayor, los puntos a, b, a1, by, as,ba, ..., am,bpy,.

Para k € {1,2,...,n} definamos I*) = (z;,_1, ) e ™ = [x_1,z1]; ademds, para j €
{1,2,...,m}, denotemos por I; al intervalo [a;, b;]. Entonces: 1) los intervalos [, [ (™)

son ajenos por parejas; 2) el intervalo I, asi como cada uno de los intervalos T(j), con
j€{1,2,...,m}, es la unién de algunos de los intervalos I, con k{1,2,... n}.

Sean D el conjunto de superindices de los intervalos de la familia {T(k) ke {l,2... ,n}}

)

. . . —(k .
cuya unién es igual a /. Como I C Jj-, I;, cada intervalo [ ( , con k € D, estd contenido

en algin recténgulo I; (j € {1,2,...,m}). Ademis:

L) = Cgpeny (1)

Para cada j € {1,2,...,m}, sea D; el conjunto de superindices de los intervalos de la familia

—(k . = . .
{I ® .k € D} que estdn contenidos en /;. Obviamente se tiene:

1(1;) =1 (Tj) > Z{kGDj}l (T(k))'

Y como cada intervalo T(k), con k € D, estd contenido en algiin rectdngulo Tj (j€{1,2,...,m}),
se tiene:

SI) 2 Y Y eny ! (7<k>) > Sy ! (7<k>) — (D).
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Regresando al problema inicial, sea I un intervalo cerrado y acotado e (1 j)j ¢y Una sucesion

de intervalos abiertos tales que I C U;’;l I;. Para demostrar el resultado enunciado, Borel
demostré que existe una coleccién finita de los intervalos /; cuya unién también contiene a
I. Su razonamiento, ahora clésico, fue el siguiente:

Sea
B = {x € [a,b] : el intervalo [a,x] estd contenido en la unién de un nimero finito
de intervalos de la familia {/; : j € N}}.

B es un conjunto no vacio, ya que a € B, y estd acotado por b; por lo tanto B tiene un
supremo, que denotaremos por .

Como a € B y b es cota superior de B se tiene a < x¢ < b.

Como z € [a,b], hay un intervalo I;, = (aj,,b;,) al cual pertenece . Siendo zy el supremo
de B, existe x € B tal que = € (aj,, zo]. Como x € B, hay una coleccién finita de intervalos
de la familia {/; : j € N} cuya unién cubre al intervalo [a,z]. Entonces agregéndole a esa
coleccion el intervalo I, (si no estd ya incluido), obtenemos una coleccién finita de intervalos
de la familia {I; : 7 € N} cuya unién cubre al intervalo [a, z¢]; asi que zo € B.

Sea [, I; I;,,...,1;, una coleccion finita de intervalos cuya unién cubre el intervalo [a, zo].
Si se tuviera xy < b, entonces, si ¢ = min (b;,, b), se tendria zy < ¢ < b. Tomando cualquier
y € (zo,c) se tendria xy < y < bj,, asi que la unién de los intervalos I, I;, I;,, ..., 1;,
también cubrirfa al intervalo [a, y]. Como (xg,c) C [a,b], se tendria y € [a, ] y, por lo tanto,
y € B, lo cual no es posible ya que zo < y vy xg es el supremo de B. Por lo tanto, xo = by,
entonces, el intervalo [a, b] estd contenido en la unién de un nimero finito de intervalos de

la familia {I; : j € N}.

Mads adelante, en un libro publicado en 1898 ([4]), Borel retomé el concepto de conjunto de
medida cero. para desarrollar una teorfa de la medida. Para esto, influenciado en parte por el
trabajo de Jules Joseph Drach, sigui6 el método axiomatico. Para Borel la idea fundamental
consistia en definir los elementos nuevos que se introducen con ayuda de sus propiedades
esenciales, es decir, aquellas que son estrictamente indispensables para los razonamientos
que siguen. En el caso de la medida, las propiedades esenciales que planteé Borel son las
siguientes:

1. La medida de la unién de una colecciéon numerable de conjuntos ajenos es igual a la
suma de sus medidas.

2. La medida de la diferencia de dos conjuntos de medida finita A y B, con A C B, es
igual a la diferencia de sus medidas m(B) — m(A).

3. La medida de un conjunto nunca es negativa.

Llamaba entonces conjuntos medibles a todos aquellos conjuntos a los cuales se les pueda
asignar una medida en base a las propiedades mencionadas, tomando como punto de partida
que la medida de un intervalo es su longitud.
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Borel no vio relacién entre su concepto de medida y el de integral. Mds atin, aclaraba que
el problema que él estaba investigando era totalmente diferente del resuelto por Jordan.
Ademsds, consideraba la definicién que hacia Jordan de los conjuntos medibles (con con-
tenido) como mds general que la que él daba pues, por ejemplo, con base en la definicién de
Jordan, cualquier subconjunto del conjunto de Cantor es medible, de manera que, teniendo
el conjunto de Cantor la misma cardinalidad que los niimeros reales, la familia de conjun-
tos Jordan medibles tiene una cardinalidad mayor que la de los reales. Por otra parte, se
puede mostrar que la familia de conjuntos medibles que define Borel tiene tinicamente la
cardinalidad de los niimeros reales.

4. TEORIA DE LA MEDIDA DE LEBESGUE

El paso siguiente en el desarrollo de la Teorfa de la Medida, asi como el tltimo paso hacia
la caracterizacion de las funciones Riemann-integrables lo di6 Henri Léon Lebesgue en 1902

([31])

Para la caracterizacién de las funciones Riemann integrables, Lebesgue primero demostré
una forma ligeramente distinta del resultado de Harnack:

Si, dada o > 0, B(o) denota al conjunto de puntos en donde la oscilacién de
la funcién f es mayor o igual que o, entonces f es integrable si y sélo si para
cualquier o > 0, B(o) tiene contenido cero.

Mostré ademds que, para cualquier o > 0, B(o) es un conjunto cerrado, de manera que,
siendo acotado, es compacto.

Las demostraciones de estos resultados son como sigue:
Sea A(0) el conjunto de puntos en donde la oscilacién de f es mayor que o, entonces:
A(o) C B(o) C A(%)

Asi que si f es integrable entonces A(§) tiene contenido cero y, por lo tanto, B(o) también.
Inversamente, si B(o) tiene contenido cero para cualquier o > 0, entonces A(c) también.

Para probar que B(o) es un conjunto cerrado, sea x un punto de acumulaciéon de B(o),
entonces toda vecindad de z contiene puntos de B(c), es decir, puntos en donde la oscilacién
de f es mayor o igual que o. Por lo tanto, la oscilacién de f en x es también mayor o igual
que o, asi que x pertenece a B(o).

Lebesgue observé entonces que si D es el conjunto de puntos en donde la funcién es discon-
tinua, se tiene D = (J77, B(%). Entonces, si f es Riemann integrable, B(+) tiene contenido
cero para cualquier n € N, asf que D tiene medida cero. Por otra parte, si D tiene medida
cero, entonces B (%) tiene medida cero para cualquier n € N, de manera que, siendo estos
conjuntos compactos, también tienen contenido cero; finalmente, dada ¢ > 0 arbitraria y
n > * se tiene B(c) C B(2), asf que B(0) tiene contenido cero. Se tiene asf la siguiente

caracterizacion de las funciones Riemann integrables:
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Una funcién acotada f : [a,b] — R es Riemann integrable si y
sé6lo si el conjunto de puntos donde la funcién es discontinua
tiene medida cero.

Lebesgue desarroll6 su teoria de la integral en su tesis doctoral titulada Integrale, longueur,
aire ([31]). Méds tarde la expuso en su libro Legons sur l'intégration et la recherche des
fonctions primitives ([32]).

Para definir la integral, primero desarrollé su teoria de la medida de conjuntos, pero el
interés de Lebesgue estaba centrado en la definicién de la integral ya que habfa analizado
antes que las propiedades de la integral con la que se trabaje juegan un papel muy importante
en algunos resultados acerca de la teorfa de funciones; en particular en su libro dedica un
capitulo al vinculo entre la integral y la bisqueda de la primitiva de una funcién, es decir,
una funcién tal que su derivada sea la funcién dada. Se plante6 entonces el encontrar una
definicién de la integral con mejores propiedades que las integrales conocidas, en particular
la integral de Riemann. Se propuso asi asignar a cualquier funcién acotada f, definida en un
intervalo finito (a,b), un nimero real, denotado por f; f () dx, al cual llamaba la integral
de f en el intervalo (a,b). Planteé que esta integral debe tener las siguientes propiedades:

1. Para cualesquiera a, b, h € R, se tiene:

P f@)yde = 71 f(x— h)da.
Para cualesquiera a, b, c € R, se tiene:

[P f(@)de+ [©f (x)de + [* f (z)dz = 0.

1 @)+ @) de = [ f (2)de+ [ o (x) dr.

Si f es no negativa y a < b, entonces fab f (z) dz es no negativa.

Ji1dz =1.

Si una sucesién de funciones (f,), .y €s no decreciente y converge a la funcién f,

N Gt W

entonces la sucesion de integrales ( fab fn () dx) converge a la integral fab f(x)dx.
neN

En seguida hizo algunas observaciones importantes acerca de estas propiedades que planteé
para la integral:
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“La significacion, la necesidad y las consecuencias de las cinco primeras
condiciones de este problema de integracion son mds o menos evidentes;
no nos extenderemos acerca de ellas. La condicion 6 tiene un lugar
aparte. No tiene ni el mismo cardcter de simplicidad que las cinco
primeras, ni el mismo cardcter de mecesidad. Ademds, mientras que
es facil construir niumeros que satisfagan a cualesquiera cuatro de las
cinco primeras condiciones, sin satisfacer a las cinco, lo cual muestra
que esas cinco condiciones son independientes, no se sabe si las seis
condiciones del problema de integracion son independientes o no.” En
una nota a pie de pagina, agrega: “La respuesta a esta pregunta importa
poco para las aplicaciones, pero presenta interés desde el punto de vista
de los principios. Si se demostrara que esta sexta condicion es inde-
pendiente de las otras cinco, cabria buscar reemplazarla por una sexta
mdas simple y sobre todo buscar si, entre los sistemas de niumeros que
satisfacen solamente a las cinco primeras condiciones, no hay algunos
tan ttiles como el que va a ser estudiado.”

Anos més tarde, Stefan Banach demostraria que la sexta condicién que plantea Lebesgue es
independiente de las primeras cinco ([1]).

Aclaraba Lebesgue que la definicién de la integral que daba es descriptiva, es decir que la
ha definido mediante las propiedades caracteristicas que tiene. Se propuso entonces dar una
definicién constructiva equivalente a la descriptiva; es decir, enunciar las operaciones que
se requieren realizar para definir la integral de una funcién acotada de tal manera que se
satisfagan las seis condiciones de la definicién descriptiva.

En seguida mostré Lebesgue que para dar una definicién constructiva de la integral de
cualquier funcién acotada, basta con hacerlo para las funciones que tinicamente toman como
valores 0 y 1 y, para una funcién f de este tipo, el problema de integracién se traduce en
asignar un nimero al conjunto de nimeros reales = € (a,b) tales que f (z) = 1; de manera
que entonces se planteé Lebesgue el problema de la medida, de conjuntos el cual consiste
en asignar a cada conjunto acotado de nimeros reales F, un mimero no negativo, m (E), al
cual llamara la medida de F, debiéndose satisfacer las siguientes propiedades:

1. Si E es un conjunto acotado y a € R, entonces m(E + a) = m(FE).
2. Si Fq, 5, ... es una familia finita o infinita numerable de una sucesién de conjun-
tos, ajenos por parejas y contenidos en un conjunto acotado, entonces m(|J F,) =

5, m(E,). '
3. m([0,1]) = 1.

Aunque Lebesgue planteé el problema de asignar una medida a cualquier conjunto acotado
de nimeros reales, en realidad, como se ve m&s adelante en su razonamiento, lo que hizo
fue encontrar una familia de conjuntos acotados de niimeros reales a los cuales se les pueda
asignar una medida de tal forma que se satisfagan las 3 propiedades mencionadas. Para
esto, suponiendo que F es un elemento de esa familia, analizé las condiciones que debe
satisfacer la medida de F para que se satisfagan las 3 propiedades; més atin, lo que hace
es encontrar los conjuntos £ para los cuales su medida queda tinicamente determinada por
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esas 3 propiedades. Pero, para lograr esto, lo que hizo Lebesgue fue iniciar su razonamiento
asumiendo que el problema de la medida tiene solucién, es decir que se puede asignar una
medida no negativa a cada subconjunto acotado de nimeros reales. Después restringird la
familia de conjuntos medibles a aquellos cuya medida se pueda determinar de manera tnica.
Luego de hacer esto viene el proceso inverso: partir de una definicién de conjunto medible,
al cual le asocia una medida, y mostrar que la familia de conjuntos asi definida satisface las
3 propiedades que enuncié.

Las condiciones sobre la medida implican que si = € R, entonces m ({z}) = 0.

En efecto, en primer lugar, si A y B son conjuntos acotados y A C B, entonces, como
B =AU (B — A),setienem (B) =m(A)+m (B —A),asiquem (B—A)=m(B)—m(A)y
m (A) < m(B). Ademds, si m es cualquier nimero entero, la medida del intervalo [m, m + 1]
debe ser igual a 1. Ahora, si x es cualquier mimero real, tomemos el tnico nimero entero
m tal que x € [m,m+ 1); dada ¢ > 0, tomemos n € N tal que % < € y consideremos los
intervalos [m, m + %), [m, m + %), ceey [m, m + %) Cada uno de estos intervamos tiene la
misma medida y la suma de sus medidas es menor o igual a 1, asi que la medida de cada
uno de ellos es menor o igual a % Ademads, como x pertenece a alguno de esos intervalos, se
tiene m ({z}) < L < e. Siendo € arbitrario, se concluye que m ({z}) = 0.

También, la medida de un intervalo acotado [a, b] debe de ser igual a su longitud.

En efecto, el razonamiento anterior nos lleva a que, si n € N, la medida de un intervalo de
longitud % es igual a % Ast que si n,m € N, la medida de un intervalo de longitud ™ es
igual a 7. De aquf se sigue que la medida de un intervalo con extremos racionales es igual
a su longitud. Ahora, el caso a = b ya estd tratado, asi que tomemos a < by dado ¢ > 0,
tomemos ¢ = min {5, }l (b — a)} y cuatro mimeros racionales, r, s, u y v tales que:

a—c<r<a<u<atc<b—c<v<b<s<b+tec
Entonces:

b—a—2c<b—a—-2c<v—u=m([u,v]) <m(a,b]) <m(r,s])=s—r<b—a+2c<
b—a+2e.

Siendo ¢ arbitrario, se concluye que m ([a,b]) = b — a.

Para definir la medida de cualquier conjunto acotado, Lebesgue hizo el siguiente razonamien-
to:

Si E es un conjunto acotado e I, I5,... es una coleccién finita o infinita numerable de
intervalos, ajenos por parejas, tales que F C U,I,, entonces se debe de tener m(F) <
>, U(I); defini6 entonces la medida exterior de E, m.(E), como el infimo de esas sumas,
es decir:

me(E) =inf{>" 1(I,) : I1,Is,... son intervalos ajenos por parejasy £ C J,, In}

Aqui hay un detalle que no aclaraba Lebesgue: como el problema que plantea es asignar una
medida a cada conjunto acotado, se tendria que asumir que el conjunto U, [,, es acotado. Esto
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puede hacerse sin causar algtin problema; en efecto si [a, b] es un intervalo tal que E C [a, b],
entonces:

inf{>" (1) : I1, I, ... son intervalos ajenos por parejas y E C U,I,}

=inf{> (I, N][a,b]): [1, I, ... son intervalos ajenos por parejas y E C U,I,}.

Ahora bien, como se tiene que m ([a, b]) = m (E) + m ([a, b] — E), entonces:

m (E) =m ([a,b]) —m ([a,b] = E) > m([a,b]) = me ([a,b] = E) = I([a, b]) — me ([a,b] — E).

Se sigue que la cantidad:
[ ([a,b]) = me ([a,b] — E)

es una cota inferior para la medida de F, la cual define como la medida interior de F y la
denota por m;(F).

Lebesgue no demostré que la cantidad [ ([a, b]) — m. ([a,b] — E) es la misma cualquiera que
sea el intervalo [a,b], conteniendo E, que se tome; sin embargo esto es cierto, asi que la
medida interior queda bien definida. En efecto:

Si [a1, b1] y [ag, bo] son intervalos que contienen a E, su interseccion [a, b también lo contiene,
asf que para mostrar que tomando [ay, b] se obtiene el mismo resultado que tomando [as, bs],
basta con demostrar que tomando [a, b] se obtiene el mismo resultado que tomando cualquiera
de los dos. Tomemos entonces dos intervalos, [a,b] y [, d], tales que E C [a,b] C [c,d] y, para
cada coleccién finita o infinita numerable de intervalos Iy, I5, ..., ajenos por parejas, tales
que [c,d] — E C |, I, definamos:

Jn =1, N a,b,
K, =1,N]ca),
L,=1,N(b,d.

Se tiene entonces lo siguiente:

Los intervalos Ji, K1, Ly, Jo, Ka, Lo, ... son ajenos por parejas y la unién de todos ellos es
igual a (|, 1) N [c, d].

a,b] — E c U, Ja.

lc,d] —[a,b] = U, (K, UJ,).

Asi que:

me ([¢,d] — E) =inf {>" I(I,) : I1,I,... son intervalos ajenos y [c,d] — E C U, I}
=1inf{>, (I, N[c,d]): I1, 5, ... son intervalos ajenos y [c,d] — E C |, I}

={inf > (I, N[a,b])+ >, (I, Nec,a)) + (L, N (b,d]) :
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I, I, ... son intervalos ajenos y [c,d] — E C U, In}

=inf{> " (I, N][a,b])+([c,d]) — l([a,b]) :

I, I, ... son intervalos ajenos y [c,d] — E C |, I,.}

= (e, d]) = U([a,b]) +Inf {> " I(Jn) : J1, J2,... son intervalos ajenos y [a,b] — E C |, Jn}
= ([e, d]) — I([a, b]) + me ([a, 0] — E).

Asi que:

l([a, b]) - me([a7b] - E) = l([C, d]) — Me ([07 d] - E)

Como ya lo mencionamos, Lebesgue hizo lo anterior asumiendo que es posible asignarle una
medida a todo conjunto acotado F, sin embargo las definiciones de medida exterior e interior
son independientes de esta consideraciéon y pueden darse para cualquier conjunto. Mostré
entonces que se tienen las siguientes relaciones para cualquier conjunto acotado E:
Gi(E) <mi(E) <me(F) < c.(F).

Ademds, como se mostré arriba, de ser posible asignar una medida m(FE) al conjunto E, se
debe de tener m;(F) < m(FE) < m¢(E). Por lo tanto, la medida asignada a E sera tnica
cuando sus medidas interior y exterior coincidan. De aquf que Lebesgue establecio la siguiente
definicién:

Definicién 4. Se dice que un conjunto acotado E es medible si m;(E) = m.(E).

Aclaraba Lebesgue que es unicamente para estos conjuntos que se estudiard el problema de
la medida, aclarando no saber siquiera si existen conjuntos que no sean medibles. Pero si
existen tales conjuntos, decia que el desarrollo posterior que él hace no es suficiente para
afirmar ni que el problema de la medida es posible ni que es imposible para tales conjuntos.

Este comentario de Lebesgue es importante pues lo que él hizo fue encontrar cotas mas finas
que las que daba Jordan para la medida de un conjunto, lo cual automdaticamente amplia la
familia de conjuntos a los cuales se les puede asignar una medida de manera tnica. En efecto,
la condicion ¢;(E) = ¢.(E) permite asignar a F una tnica medida y esa condicién implica
m;(F) = m.(FE). Pero se puede cumplir la condicién m;(E) = m.(F), lo cual permite asignar
una tunica medida a E, sin que se tenga ¢;(E) = c.(F). Sin embargo, no se puede asegurar
que no sea posible asignarle una medida a conjuntos para los cuales m;(E) < m.(E). En caso
de que esto fuera posible, tal vez no seria de manera tinica (de hecho se sabe actualmente que
es posible ampliar la familia de conjuntos medibles conservando las propiedades i y iii que
pide Lebesgue a la medida, pero tal extensién no es unica), o tal vez se puedan encontrar
cotas ain mds finas que las que da Lebesgue para la medida de un conjunto y se pueda
definir una medida con propiedades adicionales a las que propone Lebesgue.

Mostré Lebesgue que se tiene la siguiente propiedad:

Si Fi, Es, ... es una coleccién finita o infinita numerable de conjuntos medibles, entonces la
unién de ellos, asf como su interseccion, es medible.
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Ademds demostré que la familia de los conjuntos medibles satisface las 3 condiciones que
plante6 para la medida de los conjuntos y demostré también que si (£,),, .y €s una sucesién
decreciente de conjuntos medibles, entonces m (), E,) = lim,, ... m (E,).

Finalmente observé Lebesgue que, debido a la relacion:

ci(E) <mi(E) <me(E) < c.(F).

cualquier conjunto Jordan medible es también Lebesgue medible y, dado que los intervalos
son medibles y la familia de conjuntos medibles tiene las propiedades enunciadas arriba, todo
conjunto medible de acuerdo a la definicién de Borel es también Lebesgue medible. De esta
forma la teorfa de la medida de Lebesgue resulta mds general tanto que la de Jordan como
de la de Borel y las engloba a ambas.

Anos més tarde, en 1914 ([10]), Constantin Carathéodory expresé la condicién de medibilidad
de un conjunto sin introducir el concepto de medida interior. De acuerdo con la definicién de
Carathéodory y restringiéndonos a los conjuntos acotados, como hace Lebesgue, un conjunto
acotado de niimeros reales E es medible si y sélo si se tiene:

me(A) = me(AN E) + mo(AN E°).

para cualquier conjunto acotado de nimeros reales A.

Obsérvese que, de acuerdo con la definicién de Lebesgue, para que un conjunto acotado sea
medible se requiere que si [a,b] es un intervalo que contiene a F, entonces:

l(la, 0]) — me([a, b] = E) = mi(E) = me(E).
Asi que la condicién de medibilidad de E puede darse de la siguiente forma:
l([(l, b]) = me(E) + me([av b] - E)

De manera que, si se cumple la condicién de medibilidad de Carathéodory, entonces se
cumple la condiciéon de medibilidad de Lebesgue.

Por otra parte, se puede demostrar que la medida exterior satisface las siguientes propiedades:
Si Ay B son conjuntos acotados tales que A C B, entonces m.(A) < m.(B).

Si Ay, Ag, ... es una coleccién finita o infinita numerable de conjuntos acotados cuya unién
es un conjunto acotado, entonces:

Me (Un Ap) < Zn me (Ap).

Asi que, en particular, la desigualdad m.(A) < m.(AN E) + m.(A N E) se cumple para
cualquier par de conjuntos acotados E y A.

Sea ahora un conjunto acotado E, medible de acuerdo con la definicién de Lebesgue, A un
conjunto acotado cualquiera, [a,b] un intervalo tal que AUE C [a,b] e I1, I3, . .. una coleccién
finita o infinita numerable de intervalos, ajenos por parejas, tales que A C U, 1, C [a,b].



24

De la condicién I([a, b]) = m.(E)+m.([a,b] — E), se sigue que [a, b] — E es Lebesgue medible.
Asi que, tanto los conjuntos Iy N E, I, N E, ... como los conjuntos Iy N E€, I, N E°, ..., son
Lebesgue medibles. Ademds, ANE C |, [.NE)y AnE°C, (I,N E®), ast que:

me(ANE) <me(U, (InNE)) <32, me(lnNE) =3, m(l,NE),
me(AN E°) <m (U, (I, NE)) <X, me (I, N E) =3, m (I, N E°).
Por lo tanto:

me(ANE)+me(ANE) <> m(Il,NE)+>, m(l,NE°)

=>  ImU,NE)+m({,NE)=> m,)=> 1)

Asi que:

me(ANE) +me(ANE) <inf{>" I(I,): I1,],... son intervalos ajenos y A C J, I}
= me(A).

Por lo tanto, E satisface la condicién de medibilidad de Carathéodory.

Mids adelante expondremos de manera detallada la formulacién moderna de la teorfa de la
medida Lebesgue, utilizando como condicién de medibilidad la de Carathéodory por ser més
fécil de manejar. Ademds, no serd necesario restringirnos a los conjuntos acotados.

5. LA INTEGRAL DE LEBESGUE

La formulacién de Riemann del problema de la integral de una funcién condujo al surgimiento
del concepto de contenido y a mostrar cémo se encuentra estrechamente vinculado al de
integral, siendo précticamente dos conceptos equivalentes en el sentido de que con cualquiera
de ellos se puede introducir y desarrollar el otro.

Cuando més tarde Borel introdujo el concepto de medida cero y Lebesgue desarrollé una
teorfa de la medida, mds general tanto que la de Jordan como la que habia desarrollado Borel,
fue posible para el mismo Lebesgue desarrollar una teorfa de integracion, ahora siguiendo un
proceso inverso, es decir, partiendo del concepto de medida para llegar al de integral.

Al igual que la teoria de la medida resulté ser méas general que la teoria del contenido, la
teorfa de la integral desarrollada por Lebesgue resulté ser més general que la teorfa de la
integral de Riemann.

Es necesario remarcar que Lebesgue desarroll6 su teoria de la medida con el objetivo de re-
solver el problema de la integral que se habfa planteado. El mismo titulo del libro que publicé
(Legons sur l'intégration et la recherche des fonctions primitives) deja ver claramente que su
interés principal era el del concepto de integral. En su libro hizo un estudio del desarrollo del
concepto de integral y de las definiciones que diferentes autores habfan propuesto, haciendo
énfasis en las condiciones para que una funcién sea integrable. Aclaraba el por qué de su
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interés de no limitarse al estudio de las funciones para las cuales se puede dar una definicién
simple de la integral:

“si se quisiera limitarse siempre a la consideracion de esas buenas fun-
ctones, habria que renunciar a la resolucion de muchos problemas con
enunciados simples planteados desde hace mucho tiempo. Es para la
resolucion de esos problemas, y no por amor a las complicaciones, que
he introducido en este libro una definicion de la integral mds general
que la de Riemann y que la incluye como caso particular.”

Una vez definida la integral, Lebesgue se aboca a estudiar sus propiedades y a utilizarla
para profundizar en el estudio de la teoria de funciones: “Como aplicacién de la definicién
de la integral, estudié la busqueda de funciones primitivas y la rectificaciéon de curvas. A
esas dos aplicaciones hubiera querido agregar otra muy importante: el estudio del desarrollo
trigonométrico de las funciones; pero en mi curso, no pude dar a ese tema mads que indica-
ciones tan incompletas que he juzgado initil reproducirlas aqui.” Con relacién a su definicién
de integral agregé:

“Aquellos que me leeran con empernio, lamentando tal vez que las cosas
no sean mds simples, pienso que estardn de acuerdo conmigo en que esta
definicion es necesaria y natural. Me atrevo a decir que es, en un cierto
sentido, mds simple que la de Riemann, tan fdcil de asimilar como ella
y que unicamente los hdbitos adquiridos anteriormente pueden hacerla
parecer mds complicada.”

La definiciéon de Lebesgue de la integral tuvo su motivacién directa en la relacién que existe
entre la integral de Riemann y la teorfa del contenido.

Recordando que si f : [a,b] — R es una funcién acotada no negativa y E la regién en R?
acotada por el eje = y la grafica de f entre a y b, entonces f es Riemann integrable si y sélo si

E es Jordan medible y, en ese caso, se tiene fab f(z)dz = ¢(F), Lebesgue observé que cuando

el conjunto E es (Lebesgue) medible se puede definir la integral de f como fab f(z)dz = m(E).
Automédticamente, esta definicién resulta ser una extensién de la integral de Riemann pues
si E/ es Jordan medible también es Lebesgue medible, pero hay conjuntos Lebesgue medibles
que no son Jordan medibles. Una vez formulada esta definicién geométrica de la integral,
Lebesgue se planteé el problema de caracterizar a las funciones integrables y de llegar a la
definicién de la integral por la via analitica. El primer problema lo resolvié demostrando el
siguiente resultado:

Sea f : [a,b] — R una funcién acotada no negativa, entonces el conjunto
E={(z,y) eR*:xelab] yye[0,f ()}
es medible si y sélo si el conjunto {x € [a,b] : f(z) > a} es medible para cualquier o € R.

De aqui que si f : [a,b] — R es una funcién acotada, la defina como medible si el conjunto
{z € [a,b] : f(x) > a} es medible para cualquier o € R.
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Se demuestra facilmente que la suma, el producto y otras operaciones entre funciones medi-
bles resulta ser medible. Demostré Lebesgue una propiedad més cuya importancia resaltaba:
el limite de una sucesién convergente de funciones medibles es una funcién medible.

El segundo problema lo resolvié Lebesgue aproximando la integral de una funcién medible
considerando particiones cada vez méds finas del intervalo donde toma valores la funcion, en
lugar de hacerlo, como se hace para definir la integral de Riemann, mediante particiones cada
vez més finas del intervalo donde est4 definida la funcién. Esta es una de las ideas originales
de Lebesgue en su definicién de integral. De manera especifica, el razonamiento de Lebesgue
es como sigue:

Sea f : [a,b] — R una funcién medible, ¢ = inf {f (z) : € [a,b]}, L =sup{f (z) : © € [a, ]}
y, dada e > 0, consideremos una particién del intervalo [¢, L], { = g < {1 < --- < {,, = L, de
norma menor que ¢. Definamos las funciones ¢ : [a,b] — Ry ® : [a,b] — R de la siguiente
manera:

n—1
o () =20 lilyyeaprti<iw)<tiny (T) + baliyeap):fy)=tay (),

® (z) = Lol yelapr—to} (%) + Xty Lt I yefabitic fn)<tin} (T).

Para cualquier x € [a, b, se tiene:

¢ (z) < f(z) < @ (),

® (2) — ¢ (2) = 1y (lirn — ) Iyeaspti syt (®) < & 2img Iyelaprti<say<eiy (@) < e
Denotemos por A a la medida de Lebesgue en el intervalo [a, b] y definamos:

o =310 A ({y € [a,0]: 6 < f (y) < lipa}) + X ({y € [0,0] 2 [ (y) = €a})
=S td{y € (a0 : 4 < fy) < lipi}) + o A ({y € [a,0] : f (y) = 4:}),
S=tA({y €la,b]: f(y) =L})+ > tinnA{y € [a,b] : € < f(y) < Liga})

= > e N({y € (0,0 : 4 < f(y) < i) + g A ({y € [a,0] : f (y) = 6:}).
Observemos que se tiene:

0<E—0=30" (lin =) A{y € [a,b] : i < f(y) < lisa})

<eXip A{yelabl: i< f(y) <lin}) <e(b—a).

Tomemos ahora una sucesién decreciente (e,,),,.y que converja a cero.

Para cada m € N, definamos las funciones ¢,, : [a,b] — Ry ®,, : [a,b] — R, asi como los
numeros reales o, y X,,, como antes, tomando € = ¢,,. Tomemos las particiones del interva-

lo [¢, L] de tal forma que, para cualquier m € N, la particién {ﬁ(()mﬂ), £§m+”, e < K%Tnﬂ)},
correspondiente a €,,,1, es un refinamiento de la particiéon {Eém), ﬁgm), e < f%m)} correspon-

diente a €,,. Se tiene entonces que la sucesién de funciones (¢,,),,cy €S creciente, mientras



27

que la sucesion (®,),,.y es decreciente, asi que ambas convergen puntualmente. También,
la sucesion (0,,),,cy €8 creciente y la sucesion (X,,),,.y €s decreciente, asi que ambas son
convergentes.

Ademas, como ¢,, (z) < f(z) < &, (z) v Dy, (2) — ¢, (x) < &, para cualquier m € Ny
cualquier x € [a, b}, las sucesiones (¢,,),,en ¥ (®m) ey convergen uniformemente a la funcién

f.

También, como 0 < X, — 0., < €, (b — @), las sucesiones (04,),,cn ¥ (Xm),,eny CONvergen al
mismo valor. La integral fab f (x) dx se define como este limite comuin.

Falta demostrar que se obtiene el mismo valor de la integral para cualquier sucesiéon decre-
ciente (gm),,cy que converja a cero, lo cual hace Lebesgue de la siguiente manera:

/

Consideremos otra sucesion (e,

)men dUE converja a cero.

Para la sucesién (&,,),,cy inicial, tenemos una sucesion de particiones (Pp,)
[0, L], y para la sucesion (g7, ),,cn
[, L]. Para cada m € N, definamos:

meN del intervalo

. . ; .
tenemos una sucesion de particiones (P,),, .y del intervalo

P! =P, UP.

Se tiene entonces, para cualquier m € N:
Om < 0 <50 < B,

o, <oh <3 <Y

. . . . " "
De la primeras desigualdades, se sigue que las sucesiones (o7,),. oy ¥ (X7,),,en cOnvergen al

mismo valor que las sucesiones (0.,),,en ¥ (Zm) men-

De las segundas desigualdades, se sigue que las sucesiones (o7,,),..n ¥ (30,),,en COnvergen al

. . , ,
mismo valor que las sucesiones (07,),..x ¥ (37,) men-

Asi que, las sucesiones (0y),,cn ¥ (3m),ney convergen al mismo valor que las sucesiones
/ !/
(Jm>m€N y (Zm)meN'

Obsérvese que si E C [a, b], entonces ff Ig (x)dr = X (E).

Una vez definida la integral de una funcién medible, se demuestran facilmente las 5 primeras
propiedades que Lebesgue plante6 como propiedades que debe tener la integral.

La sexta propiedad es un corolario del siguiente resultado que demostré Lebesgue, el cual es
ahora conocido como el teorema de la convergencia uniformemente acotada:

Si una sucesién de funciones medibles (fy), oy, definidas sobre un intervalo [a, b], converge
a una funcién f y existe M € R tal que |f, (z)| < M para cualquier z € [a,b] y cualquier
n € N, entonces:

im0 fab fo(z)dx = fabf (x)dx.
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